
第5节 行列式的按行（列）展开 

一、余子式与代数余子式

二、按行（列）展开法则

三、小结



,312213332112322311

322113312312332211

aaaaaaaaa
aaaaaaaaa





333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

例如

 3223332211 aaaaa   3321312312 aaaaa 
 3122322113 aaaaa 

22 23 21 23 21 22
11 12 13

32 33 31 33 31 32

a a a a a a
a a a

a a a a a a
  

一、余子式与代数余子式

M11 M12 M13 
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定义    在 n 阶行列式中，把元素 aij 所在的第 i 
行和第 j 列划去后，留下来的 n－1 阶行列式叫

做元素 aij 的 ，记作 Mij 。
  ，记 ij

ji
ij MA  1 叫做元素 aij 的 。

例如

44434241

34333231

24232221

14131211

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

D 
444241

343231

141211

23

aaa
aaa
aaa

M 

  23
32

23 1 MA  .23M
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,

44434241

34333231

24232221

14131211

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

D  ,

444341

343331

242321

12

aaa
aaa
aaa

M 

  12
21

12 1 MA  .12M

,

333231

232221

131211

44

aaa
aaa
aaa

M    .1 4444
44

44 MMA  

.个代数余子式

对应着一个余子式和一行列式的每个元素分别注:
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引理    一个 n 阶行列式，如果其中第 i 行所有元

素除 aij 外都为零，那末这行列式等于 aij 与它的

代数余子式的乘积，即 D = aij Aij 。

44434241

33

24232221

14131211

000
aaaa

a
aaaa
aaaa

D    .1

444241

242221

141211

33
33

aaa
aaa
aaa

a

例如
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,312213332112322311

322113312312332211

aaaaaaaaa
aaaaaaaaa





333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

例如:

 3223332211 aaaaa 

引理    一个 n 阶行列式，如果其中第 i 行所有元

素除 aij 外都为零，那末这行列式等于 aij 与它的

代数余子式的乘积，即 D = aij Aij 。

0 0

3332

2322
11 aa

aa
a

0

0

0
0
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例 1    计算

0 1 1 2
1 1 0 2
1 2 1 0

2 1 1 0

D

 



 

1 2

1 1 0 2
0 1 1 2
1 2 1 0

2 1 1 0

r r

D



 


 

3 1

4 12

1 1 0 2
0 1 1 2
0 1 1 2
0 3 1 4

r r

r r






 






3 2

4 23

1 1 0 2
0 1 1 2
0 0 2 4
0 0 2 2

r r

r r






 





4 3

1 1 0 2
0 1 1 2
0 0 2 4
0 0 0 2

r r


 






4

解法一: 
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0 1 1 2
1 1 0 2
1 2 1 0

2 1 1 0

D

 



 

1 2

1 1 0 2
0 1 1 2
1 2 1 0

2 1 1 0

r r

D



 


 

3 1

4 12

1 1 0 2
0 1 1 2
0 1 1 2
0 3 1 4

r r

r r






 






解法二: 

22-0
42-0
21-1-

-
4-13
21-1
21-1-

-
22-
42-

1-- ）（ 4

§1.4  行列式的按行（列）展开 
 
  



二、行列式按行（列）展开法则

定理2    n 阶行列式  
11 12 1

21 22 2

1 2



n

n

n n nn

a a a
a a a

D

a a a





   



等于行列式任意一行的元素与自身的代数余子

式的乘积之和，即 

1 1 2 2
1

n

i i i i in in ik ik
k

D a A a A a A a A


    

( 1, 2, , )i n
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同样，也等于行列式任意一列的元素与自身代数余子式

的乘积之和，即 

1 1 2 2
1

n

j j j j nj nj kj kj
k

D a A a A a A a A


    

( 1, 2, , )j n 

仅看

        右边的 n 个乘积中，对于任何一项 aik Aik 来说，Aik 
的展开式是行列式 D 中除去第 i 行第 k 列的所有的不同
行不同列的元素乘积的代数和，共有 (n －1)! 项，所以 
aik Aik 就是行列式 D 的展开式中含有 aik 的 (n －1)! 项。
当 k 从 1 取到 n 时，正好是行列式 D 的展开式中的 n! 
项。

1 1 2 2i i i i in inD a A a A a A   
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        综合定理1、2，得到有关代数余子式的重要性质： 

1 1 2 2
1

0 ( )
( )

n

i j i j in jn ik jk
k

i j
a A a A a A a A

D i j


      



1 1 2 2
1

0 ( )
( )

n

i j i j ni nj ki kj
k

i j
a A a A a A a A

D i j


      


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0355
0100
13111

1115






  31 2 cc 

34 cc 

例2 计算行列式

055
1111

115
)1( 33


 

3351
1102
4315

2113







D

D

055
026
115




55
26

)1( 31




 

50
28



 .40

12 rr 
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        利用行列式的展开定理，可以把行列式进行降阶计
算，一般可以选择含零较多的行或列，再利用行列式的
性质把选定的行或列化成只含一个非零元素，这样展开
后就可以直接把高一阶的行列式变成了一个低一阶的行
列式来计算。 

例3   计算

1 0 0
1 1 0

0 1 1
0 0 1







a
b

D
c

d
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1 0 0
1 1 0

0 1 1
0 0 1







a
b

D
c

d

1 2

0 1 0 0
1 1 0

1 1
0 0 1

  





c ac ab b
a c

d

12

1 1 0
1

0 1

 
   



ab
M a c

d

3 2
1 1 0

1
1 0


 


  

r dr
ab

a c
ad cd

23 23

1 1
1

 
   

  
ab

A M
ad cd

121  A

(1 )(1 )   ab cd ad

×(-a)解 
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d
c

b
aab








100
110
011-
0101 0 0

1 1 0
0 1 1
0 0 1







a
b

D
c

d

或者 
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2 2 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1
2 4 7 9
2 4 7 9
2 4 7 9

D例4  计算行列式

解  方法:  从第四行开始，后行减前行的2倍。        

 范德蒙行列式) (4 阶

2 2 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1
2 4 7 9
2 4 7 9
2 4 7 9

D

×（－2）

×（－2）

×（－2）
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2 2 2

4 2 7 2 9 2
4(4 2) 7(7 2) 9(9 2)
4 (4 2) 7 (7 2) 9 (9 2)

  
   

  

2 2 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1
2 4 7 9
2 4 7 9
2 4 7 9

D

0 4(4 2) 7(7 2) 9(9 2)  
2 2 20 4 (4 2) 7 (7 2) 9 (9 2)  

2 12r r

0 4 2 7 2 9 2  
3 22r r

1 1 1 1
4 32r r

×（－2）

×（－2）

×（－2）
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2 2 2

1 1 1
(4 2)(7 2)(9 2) 4 7 9

4 7 9
   

3 2
2 1

4
4

1 1 1
(4 2)(7 2)(9 2) 0 7 4 9 4

0 7(7 4) 9(9 4)




     
 

r r
r r

1 1
(4 2)(7 2)(9 2)(7 4)(9 4)

7 9
     

(4 2)(7 2)(9 2)(7 4)(9 4)(9 7) 2100       

  

  

×（－4）

×（－4）
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(4 2)(7 2)(9 2)(7 4)(9 4)(9 7) 2100       

2 2 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1
2 4 7 9
2 4 7 9
2 4 7 9

D

3
4

3
3

3
2

3
1

2
4

2
3

2
2

2
1

4321

1111

xxxx
xxxx
xxxx

D 

))()()()()(( 121323142434 xxxxxxxxxxxx 

 范德蒙德(Vandermonde)
 行列式

 4 阶同理有
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     对于一般的 n 阶范德蒙德(Vandermonde)行列式，

有下面结果：  

1 2 3
2 2 2 2
1 2 3

1
2 2 2 2

1 2 3
1 1 1 1

1 2 3

1 1 1 1

( )
  

   

   

  
n

n
n i j

n i j
n n n n

n
n n n n

n

x x x x
x x x x

D x x

x x x x
x x x x







    





注: 证明时可采用数学归纳法。 
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    1.  行列式按行（列）展开法则是把高阶行

列式的计算化为低阶行列式计算的重要工具。 









 ;,0

,,
.2

1 ji
jiD

Aa
n

k
kjki

当

当









 .,0

,,

1 ji
jiD

Aa
n

k
jkik

当

当

三、小结
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