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第3章   矩阵的初等变换与    

        线性方程组 

第1节   矩阵的初等变换 

1

第2节   矩阵的秩 

第3节   线性方程组的解



上一页 下一页

第1节  矩阵的初等变换 

一、初等变换的概念

二、矩阵的秩

三、初等方阵

四、利用初等变换求逆阵

五、小结
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    矩阵形式：AX = B，其中

增广矩阵
   （A B）

A
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一、初等变换的概念 
        利用消元法求解线性方程组时，常会将： 

        （1）两个方程位置对调；

        （2）一个方程的两边同乘一个非零常数；

        （3）一个方程的两边同乘一个非零常数后加到另一

个方程上。 

        这三种变换称为线性方程组的初等变换，线性方程

组经过初等变换后其解不变。 

        从矩阵的角度去看方程组的初等变换，就产生了矩

阵的初等变换的概念。
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（1）对调变换：对调 i，j 两行（列），记作

i jr r ( )i jc c

（2）数乘变换：第 i 行（列）乘以 k，记作  

ir k ( )ic k
（3）乘加变换：第 j 行（列）乘以 k 加到第 i 行（列）上，

记作  
i jr kr ( )i jc kc

        矩阵的初等行变换与初等列变换统称为矩阵的

初等变换。

        定义1  对矩阵进行以下三种变换，称为矩阵的初等

行（列）变换： 
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        定义   若矩阵 A 经过有限次的初等变换变成矩阵 B，
则称矩阵 A 与 B 等价，记作   

矩阵间等价关系具有下列性质： 

（1）自反性： 
（2）对称性：若           ，则 
（3）传递性：若            ，        ，则 

A~B 

A~B B~A 
A~B B~ C A~C 

（或A→B） 
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3 13r r

2 12r r
例如

1 0 1
2 1 0
3 2 5

A
 
   
  

1 0 1
0 1 2
0 2 8

 
  
 
 

1 0 1
0 1 2
0 0 12

B
 
   
 
 

3 22r r

则有  A~B. 
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  2.行阶梯形矩阵、最简形矩阵、标准形

定义2 (1)   一非零矩阵，若满足：

行
阶
梯
形

      （ii）第 i 行首非零元的列标小于第 i+1 行的首非零元的列标(i ≥1),

       则称其为行阶梯形矩阵。

       （i）如果有零行，零行都在非零行的下方，且非零行的首非零元

所在列下方的元素都为零；
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        定义2(2)   每行第一个非零元素为 1，且这些 1 所在

列的其它元素都为零的行阶梯形矩阵，称为最简行阶梯

形矩阵，简称行最简形矩阵。

例如  

1 0 3 0 0
0 1 4 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

行
最
简
形
矩
阵

        注1：任意矩阵 A，总可以经过初等行变换化为行阶梯形矩阵及

行最简形。

       注2: 任意矩阵 A 经过初等行变换化成行最简形是唯一的。
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  练习   用初等行变换将矩阵 A化成
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例1 求解线性方程组
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（用矩阵的初等变换） 

解
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推论1  任一 m×n 矩阵 A 都等价于如下的矩阵 

  称为A的等价标准形。

标准形

1 0 3 0
0 1 3 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 
  
 
 
 

行最简形矩阵
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0001

这个过程具有一般性，由此可得推论： 

    推论2   任何非奇异矩阵都可经过有限次的初等行变换化

为单位阵。 
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3 13r r

2 12r r
例如

1 0 1
2 1 0
3 2 5
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3 22r r
行阶梯形矩阵

也可以再将 B 一直化为标准型： 
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与三种初等变换对应，就有三种初等矩阵。

) (  .1 jiji ccrr  或

) (   .2 ii kckr 或

) (   .3 ijji kcckrr  或
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        定义3  由单位方阵 E 经过一次初等变换而得到的矩

阵称为初等方阵。

二、初等矩阵
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1. 第一种初等矩阵： 

←第 i 行

←第 j 行
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2. 第二种初等矩阵： 
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 (   )i j j ir kr c kc 或
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3. 第三种初等矩阵： 
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例2 ,
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性质1： 设 A 为m×n 矩阵，则 
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初等矩阵的性质：

      （1）初等矩阵的转置仍为初等方阵； 

      （2）初等矩阵都可逆，其逆阵仍为同种类型的初等矩阵. 

1( , ) ( , )E i j E i j 

1 1( ( )) ( ( ))E i k E i
k

 

1( , ( )) ( , ( )) E i j k E i j k  

，1),( jiE

，kkiE ))((

，1))(,( kjiE
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矩阵A可逆的充要条件是A可以表示为若干个

初等矩阵的乘积，即

性质2
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    推论: 矩阵A可逆的充要条件是  
(矩阵A可逆的充要条件是A经过有限次的初等行变换化为单位矩阵)

  A~E.r

证明：“必要性”       因A可逆，所以A可表示为若干个初等矩阵的乘积，即

tPPPA 21

E


 APPP tt
1

1
1

1
1 

),,,( tiPi 21  又初等矩阵                               可逆，且其逆矩阵仍是初等矩阵，

  所以

故   A~E.

 “充分性”         因A经过初等行变换可化为单位阵，即存在初等矩阵                              

),,,( tiPi 21 ，，使得 E APPP tt 11

，11111   APPPAPPP tttt 

即  ，0A 故A可逆 .       
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相当于可以找到 t 个初等矩阵  

可逆矩阵 A 单位矩阵 E
t 次初等行变换

1 2, , , tP P P

使得 1 2 1t tP P P P A E 
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    由于可逆矩阵 A 可以通过初等行变换化为单位阵，而每进行

一次初等行变换相当于在A的左边乘一个相应的初等矩阵，即



上一页 下一页

若干次初等行变换
（A | E） （ E | A－1）
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练习:
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当 AX = B，有 X = A－1B ，而

当 XA = B，有 X = BA－1 ，于是

1 1( ) ( )A A B E A B 

即 1( | ) ( | )A B E A B
初等行变换

1
A E
B B A 

           
   

初 等 列 变 换

    四、利用初等变换求解矩阵方程 
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例3

解 .1BAXA 可逆，则若
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4. 利用初等变换求解矩阵方程方法 

1. 三类初等变换

2. 三类初等矩阵

三、小结

（1）对调变换： i jr r ( )i jc c

（2）数乘变换： ir k ( )ic k
（3）乘加变换： i jr kr ( )i jc kc

初等行变换
（A | E） （ E | A－1）

1( | ) ( | )A B E A B
初等行变换


